
Abstract. AprËs avoir rappelÈ le contexte de la construction des premiËres
tables de trigonomÈtie ‡ líÈpoque de PtolÈmÈe et la synthËse quíen Öt Carnot
au dÈbut du 19Ëme siËcle, le prÈsent article Èvoque trois types de dÈmonstra-
tions du thÈorËme de Pythagore. Il montre comment la notion de table de
trigonomÈtrie pythagoricienne introduite ici permet díinterprÈter la fameuse
tablette babylonienne Plimton 322, et il en Èvoque la prÈcision stupÈÖante.
Abordant la question de la mesure des angles, il montre autour du mÈcan-
isme díAnticythËre comment les grecs ont certainement utilisÈ plus díoutils
que la rËgle et le compas seuls, notamment car ils ont modÈlisÈ les trajectoires
des planËtes avec des ÈpicycloÔdes. Ces deux outils permettent cependant de
construire un pentagone rÈgulier. Líarticle montre líÈquivalence par ces out-
ils de la mesure de líunitÈ ou de celle du nombre díor. Il donne des triplets
pythagoriciens construits avec les nombres de Fibonacci. Revenant sur les dÈ-
montrations par puzzles, il montre comment certaines illusions díoptique peu-
vent en rÈsulter, et comment elles donnent naissance ‡ certains jeux díesprit
comme le Stomachion díArchimËde. A líÈpoque contemporaine, ces jeux sont
toujours sÈrieusement díactualitÈ, et avec la contruction en moulin ‡ vent ils
ont permis díexhiber de nouveaux pavages du plan et des fractales. Líarticle
rappelle pour Önir comment tous les triangles pythagoriciens sont dÈductibles
de faÁon unique du triplet (3,4,5) par une construction arborecente qui Èclaire
la tablette Plimton 322 díun jour nouveau. Il se termine sur líÈvocation díun
rÈsultat de Stewart gÈnÈralisant le thÈorËme de Pythagore.
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TrigonomÈtrie pythagoricienne

En souvenir de nos discussions du samedi matin,

‡ Claude Genzling, le "gÈomËtre de VÈnus".

1. Introduction

Hipparque, qui vivait ‡ Rhodes vers 160 avant J.C., est habituellement prÈsentÈ
comme le promoteur de líusage du systËme de numÈration hexadÈcimal hÈritÈ des
babyloniens pour mesurer les arcs, et aussi comme le crÈateur de la premiËre table
de trigonomÈtrie. En tant quíastronome il composa un catalogue de plus de mille
Ètoiles, síintÈressa au mouvement des planËtes, et fut le premier ‡ localiser un point
sur le surface terrestre par sa longitude et sa latitude. W. W. Rouse Ball indique
dans son Histoire des MathÈmatiques [78] "quíil construisit une table des valeurs
des cordes díun certain nombre díarcs, ce qui est pratiquement la mÍme chose
quíune table des sinus naturels" : cord(%) = 2 sin(%=2). Egalement, il a¢rme que
líon pense quíHipparque est líauteur du thÈorËme de PtolÈmÈe qui apparait au
Livre 1, ch. 9 de líAlmageste (ou Composition mathÈmatique [72]), cíest ‡ dire dans
la grande compilation rÈalisÈe par PtolÈmÈe vers 150 avant J.C. des connaissances
astronomiques de son Èpoque ([31] [1] [2] [3] [32]). Ce thÈorËme dit que dans un
quadrilatËre convexe inscrit dans un cercle, le produit des deux diagonales est Ègal
‡ la somme des produits des deux cÙtÈs opposÈs :

AC:BD = AB:CD +AD:BC:

En rÈalitÈ ce dernier rÈsultat "contient implicitement les formules pour le dÈveloppe-
ment de sin(,!-) et cos(,!-) et Carnot a montrÈ comment on pouvait en dÈduire
toutes les formules de la trigonomÈtrie plane", et notamment la formule de sous-
traction :

sin(," -) = sin, cos- " sin- cos,:

Les formules de Carnot, sont usuellement dÈsignÈes comme Ètant les suivantes :

1 + cos 2, = 2 cos2 ,; 1" cos 2, = 2 sin2 ,:

Mais au dÈbut du 19Ëme siËcle, Lazare Carnot [4] a pu dÈvelopper la dÈmarche
beaucoup plus gÈnÈrale ÈvoquÈe avant et inspirÈe du thÈorËme de PtolÈmÈe. Il
a montrÈ comment toutes les formules de la trigonomÈtrie plane rÈsultaient de
la considÈration díun quadrilatËre inscrit dans un cercle et tel que ses diagonales
sont orthogonales ([5]). Ce rÈsultat est Ètabli dans sa GÈomÈtrie de Position [34]
(ProblËme VII p. 151) et est rÈsumÈ dans la Ögure 43 de ce mÍme ouvrage. On
reproduit cette Ögure ici en donnant des explications sur líÈvaluation des arcs,
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iv TRIGONOM…TRIE PYTHAGORICIENNE

appelÈs aussi avec un terme moins militaire les angles, et sur líÈvaluation des
longueurs par le thÈorËme de ThalËs :

Sur cette Ögure le thÈorËme de Brahmagupta indique que la perpendiculaire ‡ AB
passant par R coupe le segment DC en son milieu, et respectivement pour les autres
cÙtÈs du quadrilatËre.

2. TrigonomÈtrie et thÈorËme de Pythagore

On raisonne dans la suite sur des triangles ABC dont les cÙtÈs sont notÈs a,
b, c, et les angles ,, -, 2. La Ögure de rÈfÈrence indiquant comment les points, les
segments et les angles sont nommÈs est la suivante :

Le thÈorËme de Pythagore (dit aussi thÈorËme de la mariÈe) Ènonce que pour
un triangle ABC dont deux cÙtÈs valent a et b et se rencontrent en C, sommet de
líangle 2, ce dernier angle est droit si et seulement si avec le troisiËme cÙtÈ c,
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líhypotÈnuse, on a :

a2 + b2 = c2:

Cíest Proclus de Lycie (ou Diadochus) (412-486) qui au quatriËme siËcle aprËs
JÈsus Christ donna le nom actuel de thÈorËme de Pythagore au thÈorËme 47 du
Livre 1 des ElÈments díEuclide [44], dans ses Commentaires sur le premier livre
des ElÈments díEuclide [60] ("Si líon Ècoute ceux qui veulent raconter líhistoire des
anciens temps, on peut en trouver qui attribuent ce thÈorËme ‡ Pythagore et lui
font sacriÖer un búuf aprËs sa dÈcouverte").

# Si en raisonnant ‡ une similitude prËs, cíest ‡ dire avec le thÈorËme de
ThalËs, on se ramËne ‡ c = 1, líangle opposÈ ‡ a Ètant notÈ ,, la prÈcÈdente
ÈgalitÈ síÈcrit simplement avec (a=c) = sin, et (b=c) = cos, :

sin2 ,+ cos2 , = 1:

Il est clair avec [85] que líon peut tirer cette ÈgalitÈ des formules de trigonomÈtrie
plane ‡ partir de :

sin- = sin(," (," -))
= sin, cos(," -)" sin(," -) cos,
= sin, cos, cos- + sin, sin, sin- " sin, cos- cos,+ sin- cos, cos,
= (sin2 , sin- + cos2 , sin-)

= (sin2 ,+ cos2 ,) sin-:

Ceci donne une premiËre dÈmonstration du thÈorËme de Pythagore par les moyens
de la trigonomÈtrie. Or Pythagore vÈcut entre 570 et 500 avant J.C., cíest ‡ dire
bien avant Hipparque. Jamblique ([56] p. 11) dit quíil rencontra son ainÈ ThalËs
‡ Milet qui "lui donna part ‡ toutes les connaissances dont il disposait" et qui
"líincita ‡ cingler vers líEgypte et ‡ aller rencontrer tout particuliËrement les prÍtres
de Memphis". Il est probable quíil ne dÈduisit pas le thÈorËme qui lui est attribuÈ
([13]) díune quelconque formule de trigonomÈtrie. Sa connaissance du sujet vint
sans doute díailleurs. "Il passa ainsi vingt-deux ans en Egypte dans le secret des
temples ‡ síadonner ‡ líastronomie et ‡ la gÈomÈtrie ... jusquíau moment o˘ fait
prisonnier par les troupes de Cambyse, il fut amenÈ ‡ Babylone. Et l‡ il passa son
temps avec les mages ... il parvint au sommet de líarithmÈtique, de la musique et
des autres sciences mathÈmatiques. Ayant encore sÈjournÈ chez eux douze ans, il
revint ‡ Samos, alors quíil avait environ cinquante-six ans." Pythagore connaissait
donc certainement la corde ‡ 13 noeuds des anciens batisseurs qui líutilisaient en
tant quíoutil de construction, cíest ‡ dire comme une Èquerre pour tracer des angles
droits. Il savait que bien tendue elle donne le "triangle sacrÈ" (a; b; c) = (3; 4; 5)
correspondant ‡ un triangle rectangle dont les cÙtÈs vÈriÖent :

32 + 42 = 52:

Remarquons cependant que les Ècrits Ègyptiens qui nous sont parvenus comme le
papyrus Rhind [75] qui date de 1650 avant J.C. ne mentionnent pas ce genre de
rÈsultat. Sans support gÈomÈtrique, mais avec un carrÈ de cailloux Ögurant le
nombre 16 = 42 auquel on ajoute le gnomon de 9 = 32 sur deux cotÈs adjacents
de ce carrÈ, on fabrique aisÈment la Öguration du nombre 25 = 52:
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Ce mÍme raisonnement donne pour tout entier x > 0 la condition plus gÈnÈrale :

(1 + 2x) + x2 = (x+ 1)2:

Dans le cas particulier o˘ 1+2x = m2, on obtient une autre formule de Pythagore
‡ partir de líexpression de x en fonction de m :

m2 + (
m2 " 1
2

)2 = (
m2 + 1

2
)2:

On a une inÖnitÈ de possibilitÈs avec m impair, et par exemple m = 5 donne :

52 + 122 = 132:

Mais avec le thÈorËme de Pythagore on sait plus, ‡ savoir que de faÁon certaine il
existe un triangle rectangle díhypotÈnuse 13 et de cÙtÈs 12 et 5 qui correspond ‡ ce
triplet de nombres. La vraie signiÖcation du thÈorËme níest donc pas de produire une
telle ÈgalitÈ qui níest díailleurs quíune propriÈtÈ arithmÈtique, mais de comprendre
díun point de vue gÈomÈtrico-algËbrique quíelle correspond ‡ un triangle rectangle.

2.1. DÈmonstrations et applications. En prenant quatre triangles rectan-
gles de cotÈs a % b et díhypotÈnuse c, et en les disposant de faÁon aussi compacte
que possible autour díun carrÈ de cÙtÈ b" a, on fabrique un carrÈ de cÙtÈ c :

Le calcul de la surface de ce carrÈ de deux faÁons di§Èrentes donne :

c2 = (b" a)2 + 4(
a& b
2
) = a2 + b2:

On peut ajouter quatre autres triangles rectangles identiques pour en dÈduire un
carrÈ de cÙtÈ (a+ b). On a alors :

c2 = (a+ b)2 " 4(
a& b
2
) = a2 + b2:

Avec la premiËre de ces dÈmonstrations du thÈorËme de Pythagore, on retrouve la
Ögure de Liu Hui qui apparait dans les Neuf chapitres ([64] p. 674). Cet antique
traitÈ de mathÈmatiques chinois ([8]), dont tous les rÈdacteurs sont pour la plupart
inconnus, de mÍme que les dates de rÈdaction des parties qui le composent, joue
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dans la tradition orientale un rÙle comparable ‡ celui des ElÈments díEuclide ([44])
dans la tradition occidentale. En Chine le thÈorËme de Pythagore est appelÈ le
thÈorËme de Gougu (base et ÈlÈvation). Il apparait Ègalement dans un trËs
ancien livre díastronomie, le Zhou Bi Suan Jing (dit aussi Tchou Pei ecrit vers 1100
avant J. C., voir [8]). En díautres termes, ce thÈorËme parait avoir de beaucoup
prÈcÈdÈ Pythagore lui-mÍme, et il a peut-Ítre ÈtÈ dÈcouvert dans líOrient lointain
entre 2025 et 1825 avant J. C. [35] et commentÈ sur la route de la soie [87] [74].
Peu de traces le conÖrment hors quelques tablettes babyloniennes comme la BM 85
194, ou la Db 2 146 datÈe de 1775 avant J.C., trouvÈe dans les ruines de Eönunna,
citÈe par Jens H¯yrup dans [86], ainsi que la tablette Plimton 322 qui est un objet
central de ce qui est ÈvoquÈ dans la suite du prÈsent article ([65] pp.58-62). On
sait aussi que les peuples qui entrËrent en Inde vers 1500 avant J. C. utilisaient des
annexes (¥Sulba-sØutra) de leurs textes sacrÈs, les VÈdas, pour construire avec des
mesures prÈcises liÈes ‡ des triplets díentiers les autels o˘ ils procÈdaient ‡ leurs
rites sacriÖciels [40], [70]. Le ¥Sulba-sØutra Ècrit par BaudhØayana vers 800 avant
J.C. contient un cas particulier du thÈorËme de Pythagore (Bsl.1.12), et mentionne
(Bsl.1.13) cinq triplets (3; 4; 5), (5; 12; 13), (8; 15; 17), (7; 24; 25) et (12; 35; 37). Le
¥Sulba-sØutra Ècrit par KØatyØayana vers 200 avant J.C. donne une forme gÈnÈrale du
thÈorËme de Pythagore. Le sinus apparait aussi dans ces documents.

# Il existe díautres dÈmonstrations du thÈorËme par une mÈthode de puzzle.
Elle consiste ‡ utiliser des piËces que líon dÈplace pour obtenir un objet gÈomÈtrique
ou un autre. Les piËces conservent leur surface dans le dÈplacement. De sorte que
les deux objets gÈomÈtriques fabriquÈs ont mÍme surface totale. Ainsi dans la Ögure
qui suit le premier objet est composÈ de deux carrÈs et a pour surface totale a2+b2,
et le second est un seul carrÈ qui a pour surface c2. Le passage díun objet ‡ líautre
de ces objets se fait en dÈplaÁant le triangle rouge CGM ainsi que le triangle bleu
MFE. La conservation de la surface dans un tel dÈplacement garantit que líon a
líÈgalitÈ de Pythagore a2 + b2 = c2.
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Il existe une seconde dÈmonstration comparable due ‡ Alexis Clairaut ([37]), util-
isant une Ögure obtenue ‡ partir de la prÈcÈdente en dÈplaÁant vers le haut le carrÈ
de surface c2, de sorte que le point I soit transportÈ en K. Il su¢t alors de dÈ-
placer deux triangles identiques sur cette Ögure pour, comme le dit cet auteur dans
son paragraphe XVII, "Faire un quarrÈ Ègal ‡ deux autres pris ensembles". Il en
dÈduit sans peine au paragraphe suivant le thÈorËme de Pythagore quíil Ènonce
ainsi : "LíhypothÈnuse díun triangle rectangle est son grand cÙtÈ, et le quarrÈ de
ce cÙtÈ est Ègal ‡ la somme des quarrÈs faits sur les deux autres". Une troisiËme
dÈmonstration comparable se trouve dans [9]. Elle a ÈtÈ dÈcouverte vers 1855 et est
due ‡ George Biddle Airy, ou ‡ Philip Kelland.

Ce que líon vient de voir donne trois autres dÈmonstrations du thÈorËme, cette
fois accessibles aux grecs qui vivaient vers 500 avant J.C., cíest ‡ dire ‡ líÈpoque de
Pythagore. En e§et on ne fait que dÈplacer des piËces díun puzzle qui conservent
leur surface. Remarquons que líon connait aujourdíhui plus de 370 dÈmonstrations
de son thÈorËme (voir [7] [61]), dont de nombreuses par puzzle. Dans les ElÈ-
ments de GÈomÈtrie de Legendre (voir [59]), líhypothÈnuse perd son second h pour
síÈcrire plus simplement hypotÈnuse, et le proposition 11 qui explicite le thÈorËme
de Pythagore reprend la dÈmonstration classique díEuclide quíon a laissÈe ici de
cÙtÈ (elle est merveilleusement animÈe dans [29]). En fait on peut classer la cen-
taine de dÈmonstrations ÈvoquÈes ci dessus en trois types, selon líargument essentiel
utilisÈ. On trouve selon [7] des dÈmonstrations par puzzles, par similaritÈ ou par
dissection díangles, cíest dire selon la classiÖcation de [47] (ou [15] ch.II pp.64-195)
par "transposition díÈlÈments", par "Èquivalence des Ögures", ou "algÈbriques".

2.2. Autres rÈsultats de trigonomÈtrie. Tout triplet de nombres rÈels
positifs (a; b; c) est de faÁon gÈnÈrale reprÈsentable dans le plan par un triangle
ABC o˘ , angle de sommet A opposÈ au cÙtÈ a, - de sommet B opposÈ ‡ b, 2 de
sommet C opposÈ ‡ c. En considÈrant la droite parallËle ‡ BC passant par A, et
les angles alternes-internes quíelle dÈÖnit, on a facilement la somme des angles
du triangle :

,+ - + 2 = <:

Ce rÈsultat a ‡ voir avec le postulat díEuclide qui síÈnonce ainsi : Par un point
donnÈ A il ne passe quíune et une seule droite parallËle ‡ une droite donnÈe. On
trouve dans [7] un trËs intÈressant dÈveloppement qui montre líÈquivalence du pos-
tulat díEuclide et de líÈnoncÈ de Pythagore mis sous la seule forme directe : Dans
un triangle rectangle le carrÈ de líhypotÈnuse est Ègale ‡ la somme des carrÈ de
ses deux autres cotÈs. En reprÈsentant le cercle circonscrit au triangle ABC on
retrouve une partie de la Ögure 43 de Carnot. En traÁant la hauteur issue de cha-
cun des sommets du triangle et en calculant sa longueur de deux faÁons di§Èrentes,
on trouve la formule des trois sinus, o˘ R rayon du cercle circonscrit :

a

sin,
=

b

sin-
=

c

sin 2
= 2R:

En calculant la longueur de chacun des segments quíelle dÈlimite sur le cÙtÈ opposÈ,
et en les additonnant, on trouve les trois formules de projection :

a = b cos 2 + c cos-; b = c cos,+ a cos 2; c = a cos- + b cos,:
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En substituant les expressions de a, b, c, en fonction de 2R, et simpliÖant par cette
valeur, on obtient trois expressions correspondant ‡ la formule díaddition :

sin, = sin(< " ,) = sin(- + 2) = sin- cos 2 + sin 2 cos-:

En rÈsolvant le systËme díÈquations en cos,, cos-, cos 2, on trouve les trois for-
mules díAl-Kashi :

a2 = b2 + c2 " 2bc cos,;
b2 = c2 + a2 " 2ca cos-;
c2 = a2 + b2 " 2ab cos 2:

Pour chacun de ces rÈsultats, on peut comparer les Ögures sur lesquelles on vient
de raisonner ‡ la Ögure 43 de Carnot ([34]) citÈe prÈcÈdemment.

# Si 2 = (<=2) angle droit, le triangle est rectangle en 2 et tel que vaille le
thÈorËme de Pythagore :

a2 + b2 = c2:

Avec c = 2R diamËtre du cercle circonscrit, les deux autres angles sont tels que :

sin, = cos- =
a

c
; cos, = sin- =

b

c
:

InjectÈes dans les formules díAl-Kashi ces expressions redonnent le thÈorËme de
Pythagore :

b2 = c2 + a2 " 2ca
a

c
= c2 " a2;

a2 = b2 + c2 " 2bc
b

c
= c2 " b2:

On peut inversement retrouver les relations díAl-Kashi ‡ partir du thÈorËme de
Pythagore. Sur le triangle ABC ÈquipÈ díune hauteur issue de B, on fait apparaitre
un triangle rectangle correspondant au triplet (a sin 2; b " a cos 2; c). La relation
díAl-Kashi associÈe síobtient par simpliÖcation de ce que donne le thÈorËme de
Pythagore :

c2 = (a sin 2)2 + (b" a cos 2)2:

Líautre triangle rectangle apparaissant sur la mÍme Ögure correspond au triplet
rectangle (a sin 2; a cos 2; a) et ‡ la formule :

sin2 ,+ cos2 , = 1:

2.3. Formule díEuclide et variantes. On voit, en conservant 2 angle droit
et en faisant varier líangle , par simple rotation de la droite qui porte c que líon
peut trouver de nombreuses relations analogues ‡ a2 + b2 = c2 síÈcrivant selon la
valeur de líangle , :

a2! + b
2 = c2!:

En particulier, par soustraction :

(c! " a!)(c! + a!) = (c" a)(c+ a) = b2;

et en introduisant m = b et n = (c! " a!) on obtient (b2=n) = (c! + a!), soit :

c! =
m2 + n2

2n
; a! =

m2 " n2

2n
:
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Ceci donne ‡ une similitude prËs díamplitude 4n2 la formule díEuclide qui con-
truit une inÖnitÈ de triangles pythagoriciens dont les cÙtÈs sont entiers :

(m2 " n2)2 + (2mn)2 = (m2 + n2)2:

La signiÖcation de cette ÈgalitÈ est donnÈe par la Ögure suivante, o˘ líarc CD est
portÈ par le cercle centrÈ en B de rayon BC, et tan(((<=2)" ,)=2) = (n=m) :

Avec n = 1 on retrouve la formule de Pythagore que líon a rappelÈe ci-dessus.
# Si 2 = (2<=3) angle de 120!, le triangle est tel que cos 2 = "(1=2), et la

formule díAl-Kashi donne la relation :

c2 = a2 + ab+ b2:

Un triplet entier vÈriÖant cette expression est (3; 5; 7) avec :

72 = 32 + (3& 5) + 52 = 9 + 15 + 25 = 49:

Il donne un triangle possËdant un angle de 120! et la corde ‡ 16 noeuds permettant
de tracer des angles ‡ 60! ou 120!. On peut fabriquer une formule analogue ‡ celle
díEuclide pour ce cas, en se ramenant ‡ un triangle rectangle de cÙtÈs (b

p
3=2),

(b=2) + a!, et c!. Ceci se fait en glissant prËs du cÙtÈ b du triangle que líon
considËre un demi-triangle ÈquilatÈral de cotÈ b.
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On a alors par le thÈorËme de Pythagore :

c2! =
3b2

4
+ (

b

2
+ a!)

2 = b2 + a!b+ a
2
!:

On peut poser :

c! =
m2 + n2

2n
; m =

b
p
3

2
;

3m2 " 2mn
p
3" 3n2

6n
= a!;

et vÈriÖer que líon a bien :

a2! + a!b+ b
2 =

3b2

4
+ (

b

2
+ a!)

2 = m2 + (
m2 " n2

2n
)2 = (

m2 + n2

2n
)2:

Ceci donne une nouvelle formule analogue ‡ celle díEuclide, mais dÈcrivant avec
deux paramËtres tous les triangles obtus possÈdant un angle 2 = 120! :
!
m2 + n2

2n

"2
= (

m2 " 2mn
p
3

3 " n2

2n
)2 + (

2m
p
3

3
)(
m2 " 2mn

p
3

3 " n2

2n
) + (

2m
p
3

3
)2:

# Pour tout 2, la formule díAl-Kashi donne plus gÈnÈralement une formule ana-
logue ‡ la prÈcÈdente, et ceci ‡ partir de la valeur prise par la forme quadratique
binaire dÈÖnie  :

 (a!; b) = a2! " 2(cos 2)a!b+ b
2 = b2 sin2 2 + (a! " b cos 2)2 = c2!:

En posant C = cot 2 = (cos 2= sin 2) et :

c! =
m2 + n2

2n
; b sin 2 = m; a! " b cos 2 =

m2 " n2

2n
; a! =

m2 + 2Cmn" n2

2n
;

on trouve líexpression suivante gÈnÈralisant la formule díEuclide :

(
m2 + 2Cmn" n2

2n
)2 " 2Cm(

m2 + 2Cmn" n2

2n
)) +m2(1 + C2) = (

m2 + n2

2n
)2:

3. Des triangles pythagoriciens ‡ la trigonomÈtrie

On appelle triangle pythagoricien ou triplet pythagoricien tout triplet
(a; b; c) díentiers strictement positifs vÈriÖant :

a2 + b2 = c2:

Si les nombres a, b, c, sont deux ‡ deux premiers entre eux, on dit que le tri-
angle est primitif. Le contexte gÈomÈtrique qui a donnÈ ci-dessus la formule
díEuclide, avec m et n entiers, permet de comprendre facilement pourquoi tout
triangle pythagoricien est donnÈ par cette formule ([81]) :

(2mn)2 + (m2 " n2)2 = (m2 + n2)2:

On a ÈvoquÈ prÈcÈdemment un premier triangle pythagoricien (3; 4; 5). Il met
líaccent sur líangle ,s associÈ, de mesure ,s! en degrÈs ou ,%s en radians, qui
est tel que :

,s
! =

,%s
<
& 180!;

et surtout :

sin,s
! = sin,%s =

3

5
= 0; 6 ; cos,s

! = cos,%s =
4

5
= 0; 8:
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3.1. Premier exemple : On va voir comment le triplet pythagoricien (3; 4; 5)
permet de construire une table de trigonomÈtrie. En reprÈsentant sur le cercle les
angles multiples q&,s de líangle ,s o˘ q entier positif, et en identiÖant les entiers q
tels que q&,s! soit proche díun multiple p díun angle droit (de 90!) soit p&90!, on
voit expÈrimentalement que la mesure ,s! est proche de (p=q)& 90!. ConsidÈrons
par exemple :

17& ,s! ( 7& 90!; ,s
! ( 37!:

La valeur 37! est approchÈe, et líon a plus prÈcisÈment :

(17& 37!) + 1! = 7& 90!:

Cet angle ,s! ( 37! permet de construire une table de cordes, cíest ‡ dire une
table de trigonomÈtrie plane ‡ valeurs approchÈes. Toutes les valeurs des sinus et
cosinus sont rationnelles, les premiËres sont donnÈes par application des formules
de duplication, celles de Carnot rappelÈes avant, complÈtÈes par :

sin 2, = 2 cos, sin,:

On peut ainsi par duplications successives calculer approximativement les valeurs :

sin 37! (
3

5
= 0; 6 ; cos 37! (

4

5
= 0; 8:

sin 74! (
24

25
= 0; 96 ; cos 74! (

7

25
= 0; 28:

sin 148! (
336

625
= 0; 5376 ; cos 148! ( "

527

625
= "0; 8432:

sin 296! ( "
354144

390625
( "0; 9066 ; cos 296! (

164833

390625
( 0; 4220:

La derniËre duplication donne le sinus et le cosinus de líangle 592! = 52!+6& 90!,
dío˘ aussi :

sin 52! (
116 749 235 904

152 587 890 625
( 0; 76513 ; cos 52! (

98 248 054 847

152 587 890 625
( 0; 64388:

Mais líon peut comparer ‡ líautre angle du triangle de Pythagore initial :

sin 53! (
4

5
= 0; 8 ; cos 53! (

3

5
= 0; 6 ;

pour calculer, avec 762 939 453 125 = 517 :

sin 1! (
42 744 511 676

762 939 453 125
( 0; 0560 ; cos 1! (

761 741 108 157

762 939 453 125
( 0; 9984 :

On vÈriÖe facilement que líon a :

42 744 511 6762 + 761 741 108 1572 = 762 939 453 1252:

Avec les formules pour le dÈveloppement de sin(,! -) et cos(,! -) on en dÈduit
toutes les valeurs díune table de trigonomÈtrie dont les angles sont exprimÈs en
degrÈs. Toutes les valeurs la constituant sont des nombres rationnels associÈs ‡ des
triplets díentiers vÈriÖant la relation de Pythagore. Les hypotÈnuses des triangles
pythagoriciens que líon vient de construire sont toutes des puissances de 5, comme
on le vÈriÖe facilement. Par exemple avec líangle de 148! les valeurs calculÈes don-
nent :

3362 + 5272 = 6252 = 58:

Cette observation attire líattention sur le fait que toutes les puissances de :

5 = (
p
5)2 = 22 + 12;
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sont dÈcomposables en somme de deux carrÈs, comme permet de líÈtablir par rÈcur-
rence la relation :

(x21 + y
2
1)(x

2
2 + y

2
2) = (x1x2 + y1y2)

2 + (x1y2 " y1x2)2:

Elle dÈrive pour les modules de líÈgalitÈ valable avec des nombres complexes quel-
conques :

(x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 " y1y2) + i(x1y2 + y1x2):
Cette derniËre síÈcrit aussi avec module et argument :

kx1 + iy1k exp(i#1) kx2 + iy2k exp(i#2) = k(x1 + iy1)(x2 + iy2)k exp(i(#1 + #2)):

On retrouve en particulier :

52 = (22 + 12)(12 + 22) = 42 + 32:

Avec la formule díEuclide ou directement on síassure que
p
5 níest pas un nom-

bre rationnel (P=Q). La table de trigonomÈtrie esquissÈe ci-dessus níest pas díune
grande prÈcision car on a fait une grosse approximation sur la mesure de líangle ,s
en arrondissant ‡ ,s! ( 37!. Une table moderne donne plutÙt ,s! ( 36; 9! et :

sin 1! ( 0; 01745 ; cos 1! ( 0; 99985:

De sorte quíamÈliorer la connaissance de la mesure de líangle ,s constitue un ob-
jectif essentiel si líon veut construire une meilleure table de trigonomÈtrie ‡ partir
du procÈdÈ que líon vient de prÈsenter. On voit que líerreur que líon a faite sur ces
derniËres valeurs est importante, pratiquement de líordre de 5& 10#2.

3.2. Mesure de líangle ,s. On imagine que líon peut mieux approcher la
mesure de líangle ,s du triangle de Pythagore (3; 4; 5) en augmentant le dÈnomina-
teur q de la fraction permettant díapprocher ,s!, Èvidemment ‡ la prÈcision prËs
du dispositif expÈrimental. Tout revient ‡ síintÈresser aux nombres entiers p et q
tels que pour "! > 0 petit on ait :

jq & ,s! " p& 90!j % "!:

Si le nombre (,s!=90!) Ètait rationnel et valait (p=q) irrÈductible, on aurait :

exp(i
<

2
&
p

q
) = exp(i,%s) =

4 + 3i

5
; (4 + 3i)q = 5q(i)p 2 C:

Il su¢t de considÈrer la derniËre ÈgalitÈ dans líanneau Z[i] pour Ètablir quíelle ne
peut Ítre assurÈe (voir par exemple ([46])). Trouver une dÈmonstration ‡ portÈe des
anciens de cette impossibilitÈ est un problËme intÈressant. Il rÈsulte de cette impos-
sibilitÈ que líon a a§aire ‡ un nombre (,s!=90!) = (2,%s=<) qui est un irrationnel,
et qui peut donc Ítre dÈveloppÈ en une fraction continue aussi longue que souhaitÈ
([52]). Ceci permet bien de trouver une inÖnitÈ de nombres rationnels (pn=qn),
meilleures approximations de (,s!=90!) telles que líon ait avec 0 < "n

! < 90!=qn
aussi petit que líon veut :

####
,s

!

90!
"
pn
qn

#### =
"n
!

90!
&
1

qn
<
1

q2n
:

On peut aussi Ècrire en degrÈs :

(
pn
qn
& 90!)"

90!

q2n
< ,s

! (
pn
qn
& 90! < (

pn
qn
& 90!) +

90!

q2n
:
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Ceci permet díappliquer la formule de soustraction :

sin(,s
!)" sin(

pn
qn
& 90!)

= sin(
pn
qn
& 90!)(cos(

"n
!

qn
)" 1)! sin(

"n
!

qn
) cos(

pn
qn
& 90!):

Mais un argument gÈomÈrique Èvident sur des surfaces montre que pour tout angle
# > 0 petit exprimÈ en degrÈs :

sin#! < < &
#!

180!
<
sin#!

cos#!
:

Il en rÈsulte par des manipulations Èvidentes la majoration suivante :
####sin(,s

!)" sin(
pn
qn
& 90!)

#### <
####sin(

<

2q2n
)

####+ 2
####sin(

<

2q2n
)

####
2

:

Ceci permet de garantir que pour n assez grand on a :
####sin(,s

!)" sin(
pn
qn
& 90!)

#### <
<

q2n
:

Ce rÈsultat montre que par la construction trËs simple prÈcÈdente comparant les
angles multiples de líangle ,s du triangle de Pythagore aux angles multiples díun
angle droit, on peut mesurer líangle ,s donnant sin(,s!) = (3=5), cíest ‡ dire
approcher díaussi prËs que líon veut la valeur ,s! et ceci ‡ la prÈcision prËs du dis-
positif expÈrimental de mesure de líangle ,s qui impose Èvidemment une limitation.
En radians on a :

(
pn
qn
)"

1

q2n
<
,%s
2
&
4

<
(
pn
qn

< (
pn
qn
) +

1

q2n
:

Cette approche par les fractions continues rappelle une formule remarquable due au
Vicomte William Brouncker, líun des fondateurs de la SociÈtÈ Royale de Londres :

4

<
= 1 +

1

2 + 32

2+ 52

2+ 72

2+ 92

2+ 112
2+:::

3.3. Table de trigonomÈtrie pythagoricienne. On cherche ‡ procÈder
comme avant, mais en utilisant une approximation plus prÈcise de líangle ,s corre-
spondant au triangle sacrÈ (3; 4; 5) fabriquÈe comme dÈcrit prÈcÈdemment :

,s
! (

pn
qn
& 90!:

En notant pour tout angle , :

sin(,!) = s; cos(,!) = c;

on pense ‡ faire appel ‡ la formule de De Moivre o˘ t entier :

cos(t,!) + i sin(t,!) = (c+ is)t =
X

k=0;:::;t

!
t

k

"
(i)kct#ksk:
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Ceci donne deux expressions polynomiales (la premiËre correspondant aux polynÙmes
de Tchebychev Tt) :

cos(t,!) = Ct(c; s) = Tt(c) =
X

k=0;:::;E( t2 )

!
t

2k

"
("1)kct#2k(1" c2)k;

sin(t,!) = St(c; s) =
X

k=0;:::;E( t!12 )

!
t

2k + 1

"
("1)kct#2k#1s2k+1:

En particulier si c et s sont rationnels on en dÈduit des expressions rationnelles
pour cos(t,!) et sin(t,!).

# Cherchons alors des valeurs entiËres t1 et t2 telles que :

1! ( t2(90
! " ,s!)" t1,s! = t290

! " (t1 + t2),s! (
(qn " pn)t2 " (pn)t1

qn
90& 1!;

cíest ‡ dire vÈriÖant :
qn(90t2 " 1) = pn90(t1 + t2):

Une telle Èquation en nombres entiers impose que 90 divise qn, et puisque pn et
qn sont premiers entre eux, pn et (qn=90) sont premiers entre eux. Ceci permet de
trouver L et t2, t1 vÈriÖant :

t2 =
Lpn + 1

90
; t1 =

L(qn " pn)" 1
90

= L
qn
90
" t2:

Si líon peut calculer ces nombres, on peut dÈduire des valeurs approchÈes de sin 1!

et cos 1! ‡ partir de sin(t1+ t2),s! et cos(t1+ t2),s!. Or ces derniers nombres sont
donnÈs par les expressions polynomiales prÈcÈdentes avec :

sin(,s
!) = s = (3=5); cos(,s

!) = c = (4=5):

# Sur notre premier exemple, on a utilisÈ ,s! ( 37! = (37=90) & 90!, soit
pn = 37 et qn = 90. Avec líÈgalitÈ (17 & 37) + 1 = 7 & 90, ce cas correspond ‡
L = 17 et t2 = 7, t1 = 10. Ceci donne :

1! = 7& 90! " 17& 37! , 270! " (24 + 1)& 37! , 53! " 52! mod360!:

On en a dÈduit avant sin 1! et cos 1! en utilisant les formules de duplication pour
dÈduire sin 52! et cos 52!, et les formules díaddition avec sin 53! et cos 53!. Mais
on peut utiliser plus directement les expressions polynomiales issues de la formule
de De Moivre pour obtenir les mÍmes valeurs approchÈes :

sin 1! ( " cos(17& 37!) = "
1

517

X

k=0;:::;8

("1)k
!

17

2k + 1

"
416#2k32k+1;

cos 1! ( " sin(17& 37!) = "
1

517

X

k=0;:::;8

("1)k
!
17

2k

"
("1)k417#2k32k:

# Si líon considËre maintenant une valeur plus prÈcise :

,s
! =

pn
qn
& 90! =

64350110873

157079632680
& 90! ( 36; 87!:

Elle permet díidentiÖer L et t2 tels que :

90& t2 = L& 64350110873 + 1:
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Ceci se fait avec :
64 350 110 873

90
= 715001231+

1

1 + 1
11+ 1

1+ 1
6

; 715001231+
1

1 + 1
11+ 1

1

=
9295 016 015

13
;

qui donnent :

L = 13; t2 = 9295 016 015; t1 = 13 394 264 261:

Ces valeurs fournissent modulo 360! :

(9295 016 015& (90! " ,s!))" (13 394 264 261& ,s!)
, 270! " (22 689 280 276& ,s!) mod 360!;

et:

22 689 280 276& ,s! ( 22 689 280 276&
64350110873

157079632680
& 90!

= 836 551 441 349& 1!

= 2323754003& 360! + 269!

, 269! mod360!;

soit :

(9295 016 015& (90! " ,s!))" (13 394 264 261& ,s!) , 1! mod360!:

On en dÈduit facilement :

sin(1!) ( "(
4

5
)22 689 280 276

X

k=0;:::;11 344 640 138

("1)k
!
22 689 280 276

2k

"
(
3

4
)2k;

cos(1!) ( "(
4

5
)22 689 280 276

X

k=0;:::;11 344 640 1387

("1)k
!
22 689 280 276

2k + 1

"
(
3

4
)2k+1:

Avec la formule díaddition, on dÈduit des expressions analogues pour les nombres
sin(n!) et cos(n!) o˘ n est un entier compris entre 1 et 90. Les dÈnominateurs
des rationnels obtenus avant sont des puissances de 5. En multipliant numÈrateurs
et dÈnominateurs par des puissances de 2 adíhoc, on obtient des valeurs dÈcimales
pour les sinus et cosinus considÈrÈs. Remarquons que le calcul e§ectif des valeurs
donnÈes ici pour sin(1!) et cos(1!) est une t‚che ardue, mÍme si líon utilise les
formules de duplication avec :

22 689 280 276 = 234+232+230+227+222+221+217+215+214+213+212+28+24+22:

Les rationnels sin(1!) et cos(1!) donnent un triangle pythagoricien avec lequel on
peut calculer díautres triangles correspondant chacun ‡ une ligne díune table :

sinn! (
an
cn
; cosn! (

bn
cn
; a2n + b

2
n = c2n:

On dit quíune table de trigonomÈtrie pythagoricienne est une table dont
chaque ligne donne quatre valeurs : une Èvaluation díun angle (plutÙt en degrÈs
et par exemple toutes les valeurs (n=2)!, avec n de 1 ‡ 180 comme dans la ta-
ble de PtolÈmÈe [72]), le numÈrateur an de son sinus mis sous forme de fraction
rationnelle (an=cn), le numÈrateur bn de son cosinus mis de mÍme sous forme ra-
tionnelle (bn=cn), la valeur cn correspondant au triangle pythagoricien (an; bn; cn).
Pour commoditÈ, on peut ajouter les valeurs dÈcimales des sinus et cosinus avec
une mÍme prÈcision ‡ a¢cher. Remarquons ici que le processus que líon vient de
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suivre pour construire une telle table de trigonomÈtrie part du seul triplet (3; 4; 5).
Par ailleurs, comme le montre la consultation de [14], il níexiste pas de telle table
pythagoricienne en dehors díune tablette babylonienne sur laquelle on va revenir.

3.4. ComplÈments sur la mÈthode. Puisque líon a utilisÈ le formalisme des
fractions continues, pn et qn sont premiers entre eux et augmentent indÈÖniment
lorsque n augmente. Dans ces conditions (pn=qn) devient de plus en plus proche
du nombre (,s!=90!). GÈnÈralisant ce qui prÈcËde, on pose :

1! (
qn

pn & 90
& ,s! =

qn
pn & 2& 32 & 5

& ,s! = 1! !
"n
!

pn
; 0 < "n

! <
90!

qn
:

Si líon Ècrit, avec une valeur entiËre j Èventuellement Ègale ‡ 1 comme avant :

t2(90
! " ,s!)" t1,s! ( j! (

jqn
pn & 90

& ,s!;

soit :

pn & 90(t1 + t2) = qn(90t2 " j); 90(t1 + t2) = L1qn; 90t2 " L1pn = j:

La plus grand diviseur commun ‡ 90 et pn divise j, et si on le note N, il reste :
!
90

N

"
(t1 + t2) = Lqn;

!
90

N

"
t2 " Lpn =

!
j

N

"
:

Dans la derniËre Èquation le plus grand diviseur commun ‡ (90=N) et pn est notÈ N
0,

il divise (j=N). On peut faire en sorte díavoir j = NN0 et identiÖer L et t2 vÈriÖant
la derniËre Èquation. En remplaÁant dans la prÈcÈdente on obtient t1. Tout notre
problËme se rÈduit ‡ calculer une fraction continue de (pnN=90) pour en dÈduire
les nombres possibles L, t1, t2 ‡ un paramËtre prËs, qui rÈsolvent les Èquations
diophantiennes rencontrÈes. Il vient alors :

(NN0)! ( t2 & 90! " (t1 + t2)& ,s! mod360!:

Selon la valeur de t2 modulo 4, on dÈduit sin((NN
0)!) et cos((NN0)!) gr‚ce aux ex-

pressions de sin((t1+ t2)&,s!) et de cos((t1+ t2)&,s!). Si NN0 = 1 on Èvalue ainsi
sin(1!) et cos(1!). Dans bien des cas cependant : NN0 6= 1.

# On peut faire le mÍme calcul en remplaÁant les degrÈs par des minutes, il
su¢t de remplacer 90 par 5400. Oubliant les fractions continues, on peut faire que
qn soit une puissance de 2, par exemple :

,! (
7

17
& 90! (

26 985

216
& 90! = 37; 058!:

On a alors NN0 6= 1 ainsi que :

215 & ,! = 32768& ,! ( (13492& 90!) + 45! , 45! mod360!;

et les expressions calculables par les formules de duplication pour 215 & ,! :

sin(45!) =

p
2

2
( (

1

5
)32768

X

k=0;:::;16384

("1)k
!
32768

2k

"
(3)2k(4)32768#2k;

cos(45!) =

p
2

2
( (

1

5
)32768

X

k=0;:::;16383

("1)k
!
32768

2k + 1

"
(3)2k+1(4)32768#2k#1:
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# Une table de trigonomÈtrie moderne donne les valeurs suivantes coÔncidant ‡
5& 10#3 prËs avec la valeur 0; 6 :

sin 36; 8! = 0; 59902 < sin 36; 9! = 0; 60042 < sin 37! < sin 37; 1! = 0; 60320:

Si on part ici díune meilleure approximation de la mesure de líangle , :

,! ( 36; 87! (
161

393
& 90! =

pn
qn
& 90! =

4830

131
& 1!;

on a :
N = gcd(90; pn) = 1 = N0 = j = 1:

On doit alors rÈsoudre líÈquation :
!
90

NN0

"
t2 " L

%pn
N0

&
= 90t2 " 161L =

!
j

NN0

"
= 1:

Ceci permet de trouver L = 19 et t2 = 34, et pour t1 :

30(t1 + 34) = 19& 131; t1 =
2489

30
" 34 =

1469

30
= 48; 9666:::

Il est di¢cile díaller plus loin ainsi. On est encombrÈ par le fait que qn = 393 níest
pas multiple de (90=N) = 90. Si tel Ètait le cas en e§et, on trouverait t1 entier.

Une faÁon de corriger la situation consiste, au lieu de considÈrer (pn=qn) ap-
proximation de (,s!=90!), ‡ se rabattre sur (rn=sn) approximation de 90%, nombre
qui est comme (,s!=90!) irrationnel. Avec líexemple prÈcÈdent :

pn
qn
& 90! =

161

393
& 90! =

4830

131
& 1! = (36 +

1

1 + 1
6+ 1

1+ 1
2+ 1

2+ 1
2

)& 1! =
rn
sn
& 1!:

On reprend le calcul avec une valeur entiËre j vÈriÖant :

t2(90
! " ,s!)" t1,s! ( j! (

jsn
rn

& ,s!:

Il vient, en commenÁant par regarder ce que divise sn qui par construction est
premier ‡ rn :

(t290" j)sn = rn(t1 + t2); (t1 + t2) = Lsn; 90t2 " Lrn = j:

La plus grand diviseur commun ‡ 90 et rn divise j, et donc reste assez petit. Le
notant N" on pose j = N", et on a en remarquant que sn premier ‡ (rn=N") :

(t1 + t2) = Lsn; 90t2 " Lrn = N":

Notre problËme revient ‡ calculer une fraction continue de (rn=90) pour en dÈ-
duire les nombres possibles L, t2, et cette fois t1 entier qui rÈsolvent les Èquations
diophantiennes rencontrÈes. Il vient :

(N")! ( t2 & 90! " (t1 + t2)& ,s! mod360!:

Comme prÈcÈdemment, selon la valeur de t2 modulo 4, on dÈduit sin((N")!) et
cos((N")!). Si N" = j = 1 on obtient des valeurs approchÈes de sin(1!) et cos(1!).
Mais le nombre N" = gcd(90; rn) peut Ítre trËs di§Èrent de 1.

Sur notre dernier exemple, on a rn = 4830 et N" = 30. Les calculs donnent
t2 = 54 et L = 1, et avec sn = 131 on obtient t1 = 77, soit :

30! ( 54& 90! " 131& ,s! , 180! " (27 + 2 + 1)& ,s! mod360!:
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Dío˘ des expressions calculables par les formules de duplication et díaddition :

sin 30! =
1

2
(

1

5131

X

k=0;:::;65

("1)k
!
131

2k + 1

"
(3)2k+1(4)(131#2k#1);

cos 30! =

p
3

2
( "

1

5131

X

k=0;:::;65

("1)k
!
131

2k

"
(3)2k(4)(131#2k):

# ConsidÈrons une meilleure valeur approchÈe de la mesure de líangle , :

,! ( 36; 867! (
553

15
& 1! = (36 +

1

1 + 1
6+ 1

2

)& 1! =
rn
sn
& 1!:

Ce choix donne rn = 553 et N" = gcd(90; 553) = 1. Il mËne ‡ líÈquation 90t2"Lrn =
1 qui conduit ‡ :

t2 = 510; L = 83; (t1 + t2) = Lsn = 83& 15 = 1245;

et :

1! ( 510&90!"(1245)&,s! , 180!"(210+27+26+24+23+22+1)&,s! mod360!:

On obtient ainsi de nouvelles expressions, calculables aussi par les formules de
duplication et díaddition :

sin 1! ( sin((1245)& ,s!) =
1

51245

X

k=0;:::;622

("1)k
!
1245

2k + 1

"
(3)2k+1(4)(1245#2k#1);

cos 1! ( " cos(1245& ,s!) =
1

51245

X

k=0;:::;622

("1)k
!
1245

2k

"
(3)2k; (4)(11245#2k):

4. AnticythËre

Un mÈcanisme a ÈtÈ dÈcouvert au dÈbut du vingtiËme siËcle lors de fouilles
organisÈes sur líÈpave díun navire romain qui sombra au large de líile díAnticythËre
vers 50 avant JÈsus Christ. AprËs de nombreux travaux destinÈs ‡ comprendre
comment organiser le puzzle des 82 piËces retrouvÈes, les archÈologues ont Öni par
se mettre díaccord sur le fait quíil síagit des restes díun calculateur astronomique
portable, peut Ítre construit par Poseidonios de Rhodes, ou par ArchimËde. Il
existe des tÈmoignages de CicÈron ([36]) qui Èvoquent de telles machines. Líune
díelles aurait ÈtÈ ramenÈe ‡ Rome par le gÈnÈral romain Marcus Claudius Marcellus
qui prit la ville de Syracuse en 212 avant JÈsus Christ. Au cours de cet ÈvËnement
ArchimËde perdit la vie et ses biens auraient fait partie du butin du vainqueur.
Cette machine permettait de prÈvoir la position du Soleil, de la Lune, et des cinq
planËtes connues dans líAntiquitÈ. Il donnait les dates prÈvisibles des Èclipses, et
les dates des jeux pan-hÈllÈniques. En voici une photo due au MusÈe ArchÈologique
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National díAthËnes ([45]) :

Il ne lui manquait pour devenir une horloge quíune source interne díÈnergie motrice
(un poids, un ressort ou un moteur Èlectrique), la seule force humaine appliquÈe sur
une manivelle faisant tourner ses rouages. Mais surtout un dispositif díÈchappement
permet dans une horloge líentretien díun mouvement pÈriodique rÈgulÈ par un pen-
dule ou un balancier [84]. A líintÈrieur de la machine díAnticythËre existe une
vingtaine de roues dentÈes, dont semble-t-il une roue dentÈe ‡ 64 dents, engrenÈe
sur une roue dentÈe ‡ 38 dents couplÈe ‡ une roue ‡ 48 dents, engrenÈe elle-mÍme
sur une roue ‡ 24 dents couplÈe sur une roue ‡ 127 dents, cette derniËre engrenÈe
sur une roue ‡ 32 dents,... Ceci construit un rapport caractÈristique de la Lune :
235 mois lunaires synodiques, cíest ‡ dire sÈparant deux lunaisons successives par
rapport ‡ la Terre (un mois lunaire sidÈral) complÈtÈ díun temps de reprise de sa
position par rapport au soleil, composent un cycle de MÈton de 19 annÈes tropiques
(ou annÈes solaires), soit 6940 jours :

64

38
&
48

24
&
127

32
=
254

19
=
235

19
+ 1 ( 13; 36842:

"La dÈcouverte du cycle de MÈton fut publiÈe en lían 433, au siËcle de PÈriclËs,
‡ líoccasion des jeux olympiques. Les AthÈniens ÈmerveillÈs, dit-on, Örent graver
en lettres díor le cycle de MÈton sur les colonnes du temple de Minerve et le rang
díune annÈe dans le cycle prit le nom de nombre díor" ([39] p. 70). On trouve
sur WikipÈdia une image libre de droit, inspirÈe de [71], donnant une description
de líorganisation interne des rouages de la machine díAnticythËre :
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Il est plus compliquÈ de construire une machine ‡ calculer comme la Pascaline
que de construire une horloge, sans doute parce quíil est nÈcessaire díarticuler plus
de rouages dans un tel calculateur que dans une horloge. Ce que laisse imaginer
líÈvocation du mÈcanisme díAnticythËre est que les grecs savaient construire de bons
engrenages, par exemple cemui dont líune des roues possËde 38 dents. Il savaient
donc diviser un angle de 360! en un nombre entier díangles Ègaux, ce qui níest pas
directement Èvident. Bien s˚r pour 38 dents une valeur approchÈe est :

1

38
& 360! =

1

19
& 180! = 9; 47368!

Mais comment construire une telle roue dentÈe, avec des dents pouvant Ítre au
dÈpart des triangles ÈquilatÈraux de base identique ? LíidÈe de líengrenage est de
faire rouler sans glissement un cercle de rayon r sur un autre cercle de rayon R. Le
pÈrimËtre du premier cercle vaut en 2<r et trace en un tour sur líautre cercle un
arc díangle , tel que :

,% =
2<r

R
; ,! =

r

R
& 360!:

Si líon veut diviser un cercle en 38 secteurs Ègaux, il su¢t donc de choisir R = 38r,
ce qui peut Ítre construit avec le thÈorËme de ThalËs. Ceci donne un angle valant
en degrÈs :

,! =
1

38
& 360! ( 9; 47368!

Le procÈdÈ permettant de faire rouler sans frottement un cercle sur un autre (ce que
permet líengrenage - voir [84]), joint au couplage solidaire de roues sur de mÍmes
axes qui rÈalise líopÈration de multiplication, permet de fabriquer tous les ratios
de cycles souhaitÈs, aussi compliquÈs soient-ils. Les anciens avaient mis en oeuvre
cette idÈe pour contruire la machine díAnticythËre, il est probable quíils síen sont
servi pour mieux connaitre les angles, leur division, et la trigonomÈtrie associÈe. En
díautres termes, ils níont pas considÈrÈ que des constructions faites avec la rËgle et
le compas : ils ont ajoutÈ aussi la roulette sans frottement díun cercle de rayon
R sur un autre de rayon r, cíest ‡ dire la considÈration des ÈpicycloÔdes (" = +1)
et des hypocycloÔdes (" = +1) díÈquation paramÈtrique en P et % :

x(%) = P((1 + "
R

r
) cos % " " cos(1 + "

R

r
)%);

y(%) = P((1 + "
R

r
) sin % " " sin(1 + "

R

r
)%):

Une rÈalisation moderne díune telle roulette est le spirographe ( c%Hasbro). La
gÈomÈtrie ÈlaborÈe avec ces trois outils, la rËgle, le compas et le roulette, est plus
vaste que celle qui est engendrÈe par líutilisation seule des deux premiers. Elle
peut permettre par exemple la trisection des angles selon les caractÈristiques de
la roulette que líon considËre (diamËtres des roues, rapport R=r, etc.), voire le
dÈcoupage díun angle en un plus grand nombre díangles Ègaux.

5. Formes des triangles pythagoriciens

Deux triangles pythagoriciens (a; b; c) et (La; Lb; Lc) o˘ L est un nombre en-
tiers sont dits avoir mÍme forme. On a donc une relation díÈquivalence entre ces
triangles, et líon peut dire que chaque forme de triangle pythagoricien contient un
unique triangle primitif au sens o˘ on lía dÈÖni ci-dessus. On peut Ètendre cette
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notion en considÈrant Ègalement que les deux triangles (a; b; c) et (b; a; c) sont de
mÍme forme. On caractÈrise alors le forme par un triangle pythagoricien primitif
(a; b; c) tel que a < b. Le cas a = b est impossible puisque líon doit avoir a, b, c
entiers et que líon peut Ètablir que

p
2 est un nombre irrationnel. On peut aussi

caractÈriser la forme du triangle pythagoricien par líangle , du triangle mesurÈ en
degrÈ, ou aussi sa tangente, qui est telle que :

tan(,!) =
a

b
; 0! < ,! < 45!:

Si líon considËre ce que líon a exposÈ ci-dessus, on introduit naturellement comme
le fait [79] líensemble S de tous les angles donnÈs par un triangle pythagoricien.
Et le rÈsultat que líon peut Ènoncer est que pour tout angle % de mesure en degrÈ
valant %! et pour tout "! > 0 petit, on peut trouver ,! correspondant ‡ un triangle
pythagoricien tel que :

j%! " ,!j % "!:

PrÈsentÈ autrement, en radians, on peut dire que S est dense dans le segment [0; -4 ].
La dÈmonstration donnÈe dans [79] est ÈlÈmentaire. Elle consiste ‡ utiliser díune
certaine faÁon la formule díEuclide avec :

a = m2 " n2; b = 2mn; c = m2 + n2:

En posant r = (m=n), on obtient :

tan(,!) =
a

b
=
1

2
(
m

n
"
n

m
) =

1

2
(r "

1

r
):

Ceci donne :

r =
m

n
= tan(,!) +

p
1 + tan(,!)2 = tan(,!) +

1

cos(,!)
= tan(,!) + sec(,!):

# En notant alors dans le cas le plus gÈnÈral pour líangle % :

r = tan(%!) +
p
1 + tan(%!)2;

- ou bien le nombre r est rationnel et síÈcrit (m=n) avec deux entiers m et n, alors
en faisant le calcul inverse :

% 2 S:
- ou bien le nombre r est irrationnel, et il peut Ítre approchÈ díaussi prËs que
souhaitÈ par une suite de rationnels :

r1 =
m1

n1
; r2 =

m2

n2
; r3 =

m3

n3
; :::

Chacun de ces rationnels ri dÈÖnit un triplet pythagoricien :

(ai; bi; ci) = (m
2
i " n

2
i ; 2mini;m

2
i + n

2
i )

dont la forme est telle que :

tan(,i
!) =

1

2
(
mi

ni
"
ni
mi
) =

1

2
(ri "

1

ri
) "!

1

2
(r "

1

r
) = tan(%!):

La continuitÈ de la fonction tan garantit que la suite des angles ,i converge vers %,
et est donc telle quí‡ partir díun certain indice in on a pour tout i > in líinÈgalitÈ :

j%! " ,i!j % "!:

Ce rÈsultat justiÖe a posteriori la dÈmarche que líon a eue prÈcÈdemment, et mieux
il la systÈmatise díune certaine faÁon.
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# Avec le triangle (3; 4; 5), on a :

r = tan(,s
!) +

p
1 + tan(,s!)2 =

3

4
+

r
1 +

32

42
=
3 + 5

4
= 2 =

2

1
=
ms

ns
:

Plus gÈnÈralement, avec r = m
n rationnel :

r = tan(%!) +
p
1 + tan(%!)2 =

m

n
;

1

2
(r "

1

r
) = tan(%!) =

m2 " n2

2mn
:

Comme on lía vu, on est dans S, et on retrouve seulement la formule díEuclide.
# Avec líangle % de mesure %! = 1!, en partant de [30] :

r =
1017452406437284

999847695156391
= 1 +

1

56 + 1
1+ 1

3+ 1
1+ 1

6+ 1
4+ 1

42+ 1
1+ 1

1+ 1
18+ 1

1+ 1
85+ 1

1+ 1
11+ 1

1+ 1
5+ 1

2+:::

;

r = [1; 56; 1; 3; 1; 6; 4; 42; 1; 1; 18; 1; 85; 1; 11; 1; 5; 2; 3; 3; 56; 2; 1; 2]:

On dispose donc díune fraction continue qui donne de bonnes possibilitÈs díapprocher
u au mieux par un nombre rationnel :

r2 =
57

56
; r3 =

58

57
; r4 =

231

227
; r5 =

289

284
; r5 =

1965

1931
; r6 =

8149

8008
; r7 =

344223

338267
; :::

Avec r5 on trouve ‡ un facteur 2 prËs le triangle de Pythagore primitif :

a = 66232; b = 3794415; c = 3794993:

Il donne ‡ une prÈcision de 8& 10#8 prËs :

sin 1! =
66232

3794993
( 0; 01745247; cos 1! =

3794415

3794993
( 0; 999847694:

On pourrait avoir une prÈcision bien meilleure si on le souhaitait, en prenant une
rÈduite plus proche de r. On vient donc en rÈalitÈ de construire un mÈthode qui per-
met de dÈduire de toute table de trigonomÈtrie classique une table de trigonomÈtrie
pythagoricienne de mÍme prÈcision. Inversement, par de simples divisions, une ta-
ble de trigonomÈtrie pythagoricienne redonne une table classique. Les deux sont
Èquivalentes. Pour les calculs de prÈcision díune table pythagoricienne, on renvoie
‡ líarticle de W. S. Anglin ([16]).

6. Plimpton 322,

La tablette babylonienne n!322 de la collection de G. A. Plimpton dÈtenue ‡
líUniversitÈ Columbia de New York vient de Larsa et date de 1800 avant J. C. ([63],
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[77]), cíest ‡ dire de plus de 1000 ans avant la naissance de Pythagore :

Cíest un Ètrange document qui liste quinze triplets pythagoriciens qui pourraient
correspondre ‡ la plus ancienne table de trigonomÈtrie connue, mais ce point de vue
est contestÈ ([76]) du fait du peu de traces restantes sur la mesure des angles par
les babyloniens. La tablette donne, aux erreurs de copie prËs signalÈes ci-aprËs par
une Ètoile, des triplets (a; b; c) ainsi que les valeurs associÈes (c=a)2. Ce pourrait
Ítre un extrait díune table de trigonomÈtrie pour des angles , variant de 32! ‡ 48!,
sachant que líon peut transcrire les informations portÈes par Plimpton 322 comme
suit (les mesures des angles en degrÈ níy Ögurant pas) :

ligne n! (a; b; c) a=c = sin,
5& (72; 68; 97) 0; 742 27 = sin(47; 9!)
1 (119; 120; 169) 0; 704 14 = sin(44; 76!)
2 (3367; 3456; 4825) 0; 697 82 = sin(44; 25!)
3 (4601; 4800; 6649) 0; 691 98 = sin(43; 79!)
4 (12709; 13500; 18541) 0; 685 45 = sin(43; 27!)
6 (319; 360; 481) 0; 663 20 = sin(41; 54!)
7 (2291; 2700; 3541) 0; 646 99 = sin(40; 32!)
8 (799; 960; 1249) 0; 639 71 = sin(39; 77!)
9 (481; 600; 769)& 0; 625 49 = sin(38; 72!)
10 (4961; 6480; 8161) 0; 607 89 = sin(37; 44!)
11 (3; 4; 5)& 0; 600 00 = sin(36; 87!)
12 (1679; 2400; 2929) 0; 573 23 = sin(34; 98!)
13 (161; 240; 289)& 0; 557 09 = sin(33; 86!)
14 (1771; 2700; 3229) 0; 548 47 = sin(33; 26!)
15 (28; 45; 53)& 0:528 30 = sin(31; 89!)

La tablette Plimton 322 donne des triplets pythagoriciens correspondant ‡ des
triangles rectangles díhypothÈnuse c et de plus petit cotÈ a opposÈ ‡ líangle ,.
Elle les classe au triplet (72; 68; 97) prËs selon les valeurs croissantes de cet angle,
raison essentielle qui conduit ‡ penser ‡ une table de trigonomÈtrie. On a rappelÈ
ci-dessus comment líÈvaluation de cet angle pouvait Ítre faite, classer de tels angles
est beaucoup plus simple, cependant la tablette conduit ‡ se poser la question des
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raisons qui ont poussÈ les babyloniens ‡ procÈder ainsi. Egalement, identiÖer de tels
triplets pythagoriciens requiert des connaissances dont il est frappant de contater
quíelles Ètaient disponibles il y a environ 3600 ans. En tout cas la tablette illustre
díune faÁon particuliËre le rÈsultat Ètabli au paragraphe prÈcÈdent sur le fait quíune
table de trigonomÈtrie peut Ítre donnÈe par des triangles pythagoriciens. Ainsi la
tablette Plimpton n!322 peut Ítre considÈrÈe comme une table de trigonomÈtrie
pythagoricienne au sens o˘ on lía dÈÖnie avant, ‡ ceci prËs quíelle ne donne pas les
mesures des angles correspondantes. On se contentait prÈcÈdemment de construire
une telle table en partant du seul triangle sacrÈ (3; 4; 5). La tablette semble obÈir ‡
un procÈdÈ plus large : elle recense des triangles pythagoriciens dont elle ne dit rien
de la faÁon dont ils sont construits, et elle les classe par angle croissant. Evidemment
la question de savoir síils sont liÈs au triangle sacrÈ reste posÈe. Et en tout cas cette
tablette laisse penser que les babyloniens connaissaient le thÈorËme de Pythagore
bien avant la naissance de ce dernier...

# Avec les donnÈes de la tablette Plimpton n!322, on voit que líon peut Ècrire :

sin(44; 25!) =
3367

4825
; cos(44; 25!) =

3456

4825
;

sin(43; 27!) =
12709

18541
; cos(43; 27!) =

13500

18541
;

ceci donne :

sin(0; 98!) =
1532 196

89 460 325
= 0; 017127; cos(0; 98!) =

89 447 203

89 460 325
= 0; 999 85:

Une vÈriÖcation Èvidente montre que líon a a§aire ‡ un triangle pythagoricien :

1532 1962 + 89 447 2032 = 89 460 3252:

On obtient ainsi ‡ moins de 3 & 10#4 prËs les valeurs donnÈes par une table de
trigonomÈtrie moderne pour sin 1! et cos 1!, ce qui est remarquable pour des calculs
issus de travaux aussi anciens. Bien entendu on a fait plus prÈcis ci-dessus, mais on
est parti pour cela de [30] qui donne page 189 :

sin 1! ( 0; 017452406437284 ; cos 1! ( 0; 999847695156391:

7. Nombre díor et suite de Fibonacci

On a indiquÈ ci-dessus que par nombre díor on dÈsignait en GrÈce une notion
liÈe au calendrier et au cycle de MÈton. Mais aujourdíhui et plus habituellement
depuis la publication de [50], ceci níayant rien ‡ voir avec le cycle de MÈton, ce
terme dÈsigne le nombre :

@ =
1 +

p
5

2
:

Ce nombre, dÈsignÈ couramment par la premiËre lettre du nom du sculpteur grec
Phidias, est appelÈ aussi divine proportion ou section dorÈe. Qui dit section
dit dÈcoupage díun segment c en deux parties a et b telles que c = a + b. Ceci
dÈÖnit six rapports (on dit aussi raisons) possibles :

a

b
;
a

c
;
b

a
;
b

c
;
c

a
;
c

b
:

En raisonnant par analogie, cíest ‡ dire par comparaison des rapports pour dÈÖnir
ceux qui sont Ègaux, on obtient la proportion de deux rapports Ègaux. En termes
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modernes, la proportion est une classe díÈquivalence de rapports Ègaux entre eux :

a

b
=
c

d
:

Et comme Matila Ghyka le fait remarquer dans [51], les six rapports prÈcÈdents
comparÈs deux ‡ deux ne donnent que deux cas impossibles se rÈduisant ‡ ab = c2,
six cas triviaux donnant a = c ou b = c, trois cas de partage symÈtrique o˘ a = b,
deux cas de partage asymÈtrique qui se ramËnent par passage ‡ líinverse au seul
premier cas citÈ ici :

a

b
=
a+ b

a
;

b

a
=

a

a+ b
;

et deux cas de partage asymÈtrique inverse qui se ramËnent aux prÈcÈdents en
permutant a et b :

b

a
=
a+ b

b
;

a

b
=

b

a+ b
:

On peut donc se limiter ‡ considÈrer une seule proportion qui apparait dÈj‡ dans les
ElÈments díEuclide [44], par exemple dans la proposition 11 de son deuxiËme livre,
ou dans la proposition 30 de son sixiËme livre, qui montre comment sectionner un
segment c = a+ b en moyenne et extrÍme raison :

a

b
=
a+ b

a
=
c

a
(=

b

a" b
):

En termes modernes, ceci donne alors le nombre irrationnel @ = (a=b) avec :

a

b
= @ = 1 +

1

@
=
1 +

p
5

2
> 1:

Les trois grandeurs a, b, et a+ b sont telles que :

b < a < a+ b = c;

et líon dit que a est la valeur moyenne (ou mÈdiÈtÈ) des deux valeurs extrÍmes b
et a+ b. Plus prÈcisÈment, en Ècrivant :

c

a
=
a

b
=
c" a
a" b

;

le nombre a est la moyenne gÈomÈtrique
p
bc de b et c = a+ b.

On trouve du chapitre XXI au chapitre XXIX de líIntroduction arithmÈtique
de Nicomaque de GÈrase [67] tous les dÈtails sur cette thÈorie des proportions
"reconnues par tous les anciens, Pythagore, Platon et Aristote". Nicomaque est
mort vers 196 aprËs JÈsus Christ, et son ouvrage devint par líintermÈdiaire de
BoËce "líorigine du premier volet du Quadrivium des arts libÈraux" enseignÈs au
Moyen Age ([67] p. 10). En fait cette forme de líenseignement des propriÈtÈs des
nombres remonterait ‡ Pythagore lui-mÍme, cíest ‡ dire ‡ plus de 500 ans avant
JÈsus Christ, si líon en croit [62] qui a donnÈ une forme moderne ‡ cet enseignement
traditionnel.

# Euclide explicite quant ‡ lui ce quíest la section en moyenne et extrÍme
raison dans la troisiËme dÈÖnition de son sixiËme livre. Dans la proposition 11
de son second livre, il a¢che la Ögure suivante o˘ líon peut poser pour retrouver
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líÈgalitÈ prÈcÈdente a = AT , b = TB, et a+ b = AB :

# Ces ÈnoncÈs díEuclide ont fait líobjet díune Ètude mathÈmatique fouillÈe
par Luca Pacioli publiÈe dans sa Divine Proportion en 1509 (voir [69]). En fait
cet auteur, en suivant le livre 13 des ElÈments díEuclide, explique ‡ líÈpoque o˘
Marsile Ficin publie sa traduction du TimÈe de Platon comment la division en
extrÍme et moyenne raison permet de construire le pentagone et le dodÈcaÈdre, et
de les inscrire dans un cercle ou une sphËre. Cette thÈorie sera approfondie par
D¸rer ([42]) puis Kepler ([57] planche III p. 50, [62] p. 308), etc. Le nombre díor
a ÈtÈ interprÈtÈ depuis comme un canon esthÈtique qui aurait ÈtÈ utilisÈ par les
grecs pour dÈvelopper des constructions avec la rËgle et le compas. Il a donc ÈtÈ
placÈ par di§Èrents auteurs ‡ la base de ce que líon appelle parfois ‡ la suite des
travaux de Charles Henry une esthÈtique scientiÖque [53]. Mais pour díautres
cette approche relËve du mythe, et bien entendu nía rien ‡ voir avec le fait que líon
puisse avoir trouvÈ un rÙle au nombre díor dans la phyllotaxie [41], cíest ‡ dire de
la branche de la botanique qui Ètudie la disposition des feuilles sur les branches. On
ne se propose pas dans le prÈsent article de trancher cette question pour laquelle un
dossier dÈtaillÈ se trouve dans [66]. On se limite ‡ montrer que le nombre díor se
prÈsente naturellement dans la construction du pentagone rÈgulier, et que se donner
le triangle sacrÈ ou le nombre díor sont des dÈmarches Èquivalentes.

# La Ögure qui suit montre comment construire un segment de longueur @
‡ partir díun carrÈ CC 0D0D de cÙtÈ Ègal ‡ 2, ou plus simplement ‡ partir díun
segment OA de longueur 1.
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Le triangle GOA est rectangle et donne pour ses cÙtÈs líÈgalitÈ :
!
1

2

"2
+ 12 =

 p
5

2

!2
:

On a donc la mesure de son hypothÈnuse AG qui prolongÈe par GK donne un
segment AK dont la longueur vaut le nombre díor @ = 1+

p
5

2 . La longueur du
segment AH donne le nombre conjuguÈ :

@ =

p
5" 1
2

= @" 1;

avec lequel on obtient :

1 = @@ = @2 " @; @2 = @+ 1;

@ = 1 +
1

1 + 1
1+ 1

1+ 1
1+:::

:

Les rÈduites de cette fraction continue dÈÖnissent la suite de Fibonacci par :

F0 = 0; F1 = F2 = 1; F3 = F1 + F2 = 2; F4 = F2 + F3 = 3; :::; Fn+1 = Fn#1 + Fn:

Elle est telle que :
@n = Fn@+ Fn#1;

et en ajoutant des indices pour compter les apparitions du nombre 1 :

1(1) +
1

1(2) +
1

:::+ 1
1(n)

=
Fn+1
Fn

n1"! @:

Avec les deux cercles de centre A et de rayon AH et AK, et leur intersection avec
le cercle unitÈ centrÈ en O, on obtient les points J et L ainsi que leur symÈriques
par rapport ‡ OA qui permettent de construire un polygone rÈgulier ‡ 5 cÙtÈs :
un pentagone rÈgulier dont la construction fut le signe de reconnaissance des
pythagoriciens. Sur la Ögure prÈcÈdente on a reprÈsentÈ un triangle sacrÈ LCM .
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On voit que le cercle unitÈ de centre O rencontre les cercles de centre A et de rayon
AH et AK respectivement en des sommets du pentagone rÈgulier que líon vient de
contruire.

# Cette Ögure pose de nombreuses questions, comme par exemple le fait que
le cercle unitÈ de centre O soit inscrit dans le triangle sacrÈ LCM , ou encore le
fait que I, G et D soient alignÈs. Si líon se donne le pentagone FIA0JE on voit
que líon peut contruire son centre O ‡ la rËgle et au compas, puis ‡ partir de OA0

qui est de longueur 1 tout le carrÈ CC 0D0D, donc tout le reste de ce qui apparait
dans la Ögure prÈcÈdente. Si líon se donne seulement le segment AK de longueur
@, on peut faire la mÍme construction, on fabrique ainsi un nouveau segment dont
la longueur est donnÈe par similitude et est donc de longueur @2 = @+ 1. Comme
on avait au dÈpart un segment de longueur @, on en dÈduit un segment de longueur
1. A partir de l‡, on peut construire la point H sur AK, et donc G. On en dÈduit
les quatres cercles de la Ögure, dío˘ le point O. Et comme on a le point A, on en
dÈduit toute la Ögure prÈcÈdente. Remarquons que si líon se donne le triangle sacrÈ
LCM , en comparant les segments LC et CM on fabrique un segment de longueur
1 qui reportÈ sur les cÙtÈs de ce triangle permet de reconstruire le carrÈ CC 0D0D.

En díautres termes, on vient de montrer que la connaissance du triangle sacrÈ
est Èquivalente ‡ celle de @, ou ‡ celle du carrÈ CC 0D0D, ou encore ‡ celle du pen-
tagone rÈgulier FIA0JE. Cíest ‡ dire que líon vient de montrer quíutiliser @ comme
canon esthÈtique, ou au contraire le triangle sacrÈ dans le mÍme rÙle, sont deux dÈ-
marches Èquivalentes. Simplement, líutilisation du triangle sacrÈ (3; 4; 5) semble
plus naturelle car elle se ramËne ‡ la simple proportion (3=4), et ceci montre que la
mÈthode de constrution de Claude Genzling [11] pourrait ne pas se dÈmarquer de
celles que pourraient avoir utilisÈes les anciens grecs, par exemple pour construire le
ParthÈnon (voir [18] pour líarchitecture ancienne). On dit quíil utilisaient le nom-
bre díor @ pour de tels chantiers, et il serait utile de vÈriÖer si líon peut, avec ce que
líon vient de voir, retrouver le triangle sacrÈ dans líarchitecture du ParthÈnon [66].
On donne ci-aprËs líexemple díune Ögure contruite par notre "architecte de VÈnus"
pour la cathÈdrale de Metz. On y retrouve centrÈ sur le nombril du b‚timent un
carrÈ de cÙtÈ 2 analogue ‡ celui qui apparait dans notre Ögure prÈcÈdente, mais la
position des cercles est trËs di§Èrente.

Sur cette Ögure apparait sous le triangle vert supÈrieur un pentagone qui permet
de retrouver notre Ögure prÈcÈdente dans cette construction de Claude Genzling.
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Il su¢t díajouter deux carrÈs rouge sous les quatre qui sont reprÈsentÈs pour que
les choses soient plus claires.

# On peut montrer sur une Ögure trËs simple le fait quíavec la rËgle et le
compas, partant díun segment unitÈ on peut construire un segment de longueur
(2=@) =

p
5 " 1. Au demeurant cette construction donnÈe dans la Ögure qui suit

permet díexhiber avec le point H une section en moyenne et extrÍme raison du
segment AF :

Inversement le second rectangle montre comment ‡ partir díun segment de longueur
(2=@) =

p
5 " 1 on peut construire un segment de longueur 4 qui peut facilement

Ítre coupÈ avec le compas en quatre segments de longueur 1. On vient donc díÈtablir
une relation díÈquivalence gr‚ce ‡ la rËgle et au compas. DÈÖnir líensemble quotient
correspondant est une question intÈressante.

# Puisque líon a fait un lien entre le nombre díor et le triangle sacrÈ, on est
conduit ‡ envisager un lien entre suite de Fibonacci et triangles de Pythagore. On
trouve ainsi avec la formule díEuclide o˘ m = Fn+t et n = Fn+1 :

((Fn+t + Fn+1)(Fn+t " Fn+1))2 + (2Fn+1Fn+t)2 = (F 2n+t + F
2
n+1)

2:

DivisÈe par (Fn+1Fn+t)2, ‡ la limite pour n inÖni ceci donne pour tout t entier :

(@2t#2 " 1)2 + (2@t#1)2 = (@2t#2 + 1)2:

Avec t = 3, on obtient plus simplement :

(FnFn+3)
2 + (2Fn+1Fn+2)

2 = (F 2n+2 + F
2
n+1)

2; @8 " 7@4 + 1 = 0; @4 =
7 + 3

p
5

2
:

On a aussi, en liaison avec líangle de 120!, líÈgalitÈ :

(FnFn+3)
2 + (FnFn+3)(Fn+1Fn+4) + (Fn+1Fn+4)

2 = (FnFn+2 + Fn+1Fn+4)
2:

8. Puzzles et stomachion

Beaucoup de dÈmonstrations que líon a trouvÈes pour le thÈorËme de Pythagore,
dont les trois derniËres donnÈes ci-dessus, peuvent Ítre concrÈtisÈes sous la forme
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díun jeu de puzzle. En dÈplaÁant les piËces on passe díune conÖguration ‡ une
autre o˘ les surfaces totales des piËces peuvent Ítre calculÈes, on obtient ainsi deux
expressions díune mÍme surface dont on dÈduit le thÈorËme. Mais attention, il peut
y avoir des illusions díoptique, comme celle trËs cÈlËbre ([38] p.47) publiÈe en
1868 par Oscar X. Schlˆmich [80]. Elle est citÈe par Lewis Caroll, alias Charles L.
Dogson líauteur díAlice au pays des merveilles, dans son ouvrage [88] (p. 12) :

Sur cette Ögure quatre points semblent alignÈs, mais il níen est rien. La di§Èrence
qui en rÈsulte sur les surfaces est la di§Èrence entre 64 = 8& 8 et 65 = 5& 13, cíest
‡ dire 1. Ce puzzle est donc trompeur.

RÈáÈchir sur les jeux de puzzles donne donc des rÈsultats trËs intÈressants et
est stimulant pour líesprit [73], ce fut une activitÈ prisÈe par les anciens. On trouve
dans [10] díautres dÈmonstrations du thÈorËme de Pythagore par puzzles, comme la
dÈmonstration du PrÈsident GarÖeld. Patrice Debart y donne aussi une quinzaine
de constructions di§Èrentes du pentagone rÈgulier, de mÍme quíun puzzle transfor-
mant un pentagone en carrÈ, ce qui est une construction absolument remarquable
:

Evidemment une question qui se pose est de savoir si líon a des Ögures Èquivalentes
avec díautres polygones rÈguliers. En augmentant le nombre de cÙtÈs du polygone
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on tendrait vers une quadrature du cercle, un antique problËme dÈj‡ ÈtudiÈ
dans le papyrus Rhind [75] et qui a fait líobjet vers 1450, de pratiquement tous les
travaux mathÈmatiques de N. de Cusa [17]. En 1925 A. Tarski a redonnÈ actualitÈ
‡ ce problËme en demandant síil est possible de dÈcouper un disque en un nombre
Öni de piËces de puzzle pouvant Ítre repositionnÈes pour donner un carrÈ. M.
Laczkovich a rÈsolu en 1990 cette question, mais de faÁon non constructive. Il
a montrÈ sans líexpliciter quíun tel puzzle existe, quíil comprend un trËs grand
nombre de piËces non mesurables, et dont les bords sont des courbes fractales [58].
Pour les polygones la situation est plus simple car un thÈorËme du ‡ W. Wallace,
P. Gerwien et F. Bolyai Ètablit que lorsque deux polygones du plan ont mÍme
aire on peut dÈcouper le premier en un nombre Öni de piËces polygonales pouvant
Ítre rÈarrangÈes pour donner le second. De nombreux rÈsultats ont ÈtÈ rÈcemment
dÈcouverts illustrant ce rÈsultat : des dissections de polygones ‡ n cÙtÈs en carrÈs
sont publiÈes pour toutes les valeurs n < 13 ([25], [48] et [49]). Celle que líon
donne ici concerne líheptagone et est issue du site trËs documentÈ [26]

On notera quíen dimensions supÈrieures ‡ deux le troisiËme problËme de Hilbert
pose la question de líexistence ou non díune propriÈtÈ de dÈcoupage en puzzles
analogue pour des objets hyperpolyÈdriques díhypervolumes Ègaux. Mais M. Dehn
montra que ce problËme nía pas de solution en dimension supÈrieure ‡ deux. Et
mÍme alors, le paradoxe de Banach Tarski Ètablit que par un tel dÈcoupage les hy-
pervolumes des objets de dÈpart et díarrivÈe peuvent Ítre di§Èrents... En dimension
deux la situation est plus simple, de telles quadratures sont interprÈtables avec des
superpositions de Ögures dessinÈes sur deux plans. On va illustrer maintenant ce
que peut donner un tel procÈdÈ.

# En superposant une grille de cÙtÈ (1=
p
2) ‡ une grille de cÙtÈ 1, on trouve

une Ögure o˘ un carrÈ de (7=
p
2) contient deux triangles sacrÈs (3; 4; 5) et quatre

triangles isocËles rectangles, deux de cÙtÈs (3=
p
2) et deux de cÙtÈs (4=

p
2). Cette

construction correspond ‡ (
p
2)2 prËs pour les aires ‡ une partition :

32 + (2& 3& 4) + 42 = 72:
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Voici cette Ögure o˘ apparaissent deux triangles sacrÈs composant un rectangle de
cÙtÈs 3 et 4 inscrit dans le carrÈ de cÙtÈ (7=

p
2) :

# Avec un triangle sacrÈ (3; 4; 5) et un carrÈ de cÙtÈ 2
p
5, on retrouve un puzzle

classique ‡ 5 piËces :

On y voit notamment le triangle sacrÈ au milieu de la Ögure ainsi que trois triangles
semblables au triangle (1; 2;

p
5). Une telle Ögure correspond pour les aires ‡ une

partition particuliËre :

4 + 5 + 5 + 6 = 20:

Cette Ögure se prolonge ‡ tout le plan o˘ líon peut líinterprÈter par superposition
díune grille de cÙtÈ 1 ‡ une grille de cÙte 2

p
5. En ne conservant que la partie gauche

du carrÈ sur une longueur (8
p
5=5) on voit de mÍme apparaitre le triangle sacrÈ

inscrit dans un rectangle et encore trois triangles semblables au triangle (1; 2;
p
5).

La partition associÈe pour les aires est cette fois :

9

5
+
16

5
+ 5 + 6 = 16:
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Si líon ajoute maintenant ‡ gauche un rectangle de longueur (2
p
5) et largeur

(3
p
5=5) on fabrique un rectangle de cÙtÈs (2

p
5) et (11

p
5=5) dans lequel on peut

inscrire un rectangle composÈ de deux triangles sacrÈs (3; 4; 5). On retrouve une Ög-
ure analogue ‡ celle du cas prÈcÈdent, mais o˘ ABCD est un rectangle dans lequel
est inscrit un autre rectangle EFGH composÈ de deux triangles sacrÈs (3; 4; 5),
cette fois un peu plus penchÈ.

#GÈnÈralisant les deux situations prÈcÈdentes, on considËre un rectangle EFGH
composÈ de deux triangles sacrÈs (3; 4; 5) et inscrit dans un rectangle ABCD. On
pourrait díailleurs plus gÈnÈralement remplacer (3; 4; 5) par níimporte quel trian-
gle pythagoricien. Si líon note  líangle CGF o˘ GF = 4, la longueur AB vaut
h = (3 sin + 4 cos ) et la largeur BC vaut v = (4 sin + 3 cos ). Quel que soit
 variant entre 0! et 90! on peut construire le rectangle ABCD, on a donc une
inÖnitÈ de Ögures de ce type. La surface du rectangle ABCD vaut :

hv = (3 sin + 4 cos )(4 sin + 3 cos ) = 12 +
25

2
sin 2 :

Cette expression correspond au compartimentage du rectangle ABCD. Elle varie
entre la valeur minimale 12 obtenue pour  = 0! et  = 90!, et la valeur maximale
(49=2) obtenue pour  = 45! et correspondant au premier exemple donnÈ ci-dessus.
On a :

sin =
4v " 3h
7

; cos =
4h" 3v
7

; 1 =
25h2 " 48hv + 25v2

49
:

Cette derniËre ÈgalitÈ, mise sous la forme de líÈquation díune ellipse en h et v :

25h2 " 48hv + 25v2 = 49;

donne aussi líexpression prÈcÈdente de la surface du rectangle ABCD. Les cas
rencontrÈs ci-dessus correspondent ‡ h = v = (7=

p
2), h = (11=

p
5) et v = (10=

p
5).

On a vu quíil y a bien díautres possibilitÈs. On en paramÈtrise une inÖnitÈ avec ,
et - entiers :

sin =
,p

,2 + -2
; cos =

-p
,2 + -2

:

Ces expressions donnent les cas dÈj‡ rencontrÈs avec , = - = 1 et , = 1, - = 2, et
plus gÈnÈralement :

h = (
3,+ 4-p
,2 + -2

); v = (
4,+ 3-p
,2 + -2

):

On peut inversement dÈcouper ‡ gauche du rectangle ABCD un rectangle de hau-
teur v et de largeur 3 sin , et ajouter ‡ droite un rectangle de mÍme hauteur et
de largeur 4 sin tan . On fabrique ainsi une Ögure rectangulaire comparable ‡ la
derniËre reprÈsentÈe, mais de hauteur H = (4 sin + 3 cos ) et de largeur :

L = 4 cos + 4 sin tan =
4

cos 
:

En particulier, on a avec líÈgalitÈ cos2  + sin2  = 1 :

(4L)2 " (HL" 12)2 = 256 = 162;

soit, ce qui suppose L =2]" 4; 4[ et H 2 ["5; 5] :

H =
12! 4

p
L2 " 16
L

; L =
12H ! 16

p
25"H2

H2 " 16
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On a aussi une description paramÈtrique de la relation entre H et L :

H = 4 cosh t 2 ["5; 5]; L = 4 tanh t+
3

cosh t
=2]" 4; 4[;

et une reprÈsentation graphique en "courbe sixtine" invariante par la symÈtrie
(H;L)! ("H;"L) :

-10 10

-100

-50

50

100

H

L

On vÈriÖe que líon nía a§aire ‡ un carrÈ que si et seulement si H = L = 2
p
5.

# Líavant derniËre Ögure reprÈsentÈe a ÈtÈ enrichie sous la forme suivante :

Et cette derniËre Ögure est celle díun puzzle trËs cÈlËbre qui fait líobjet díun traitÈ
díArchimËde retrouvÈ rÈcemment [68], Le Stomachion. PrÈcÈdemment ce jeu níÈtait
connu que par un manuscrit fragmentaire intitulÈ Cento Nuptialis de Magnus Au-
sonius (330- 395 aprËs J.C.), le poÍte qui a chantÈ Metz en son temps. Il parle
du loculus díArchimËde, et cíest aussi sous ce nom quíil est ÈvoquÈ dans [47]. En
fait les 14 piËces du puzzle peuvent Ítre distribuÈes de 536 faÁons di§Èrentes pour
reconstituer un carrÈ. Ceci a ÈtÈ Ètabli par Bill Cutler ([27]) en 2003. Au centre
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des 536 carrÈs obtenus, on peut regarder la trace des dissections sur le triangle
sacrÈ. On construit ainsi un autre puzzle dÈcoupant seulement ce triangle. Sur la
derniËre Ögure on voit quíil est constituÈ de sept piËces. En raccordant deux trian-
gles sacrÈs le long de leur hypotÈnuse, on fabrique un autre puzzle ‡ 14 piËces pour
un rectangle de cÙtÈs 3 et 4. On donne ici un dÈcoupage de ce dernier rectangle en
díautres compartiments. Celui-ci est construit ‡ partir de la Ögure utilisÈe dans les
ElÈments díEuclide ([44]) pour dÈmonter le thÈorËme de Pythagore. Le dÈcoupage
est du ‡ J. Wipper ([89]) et est citÈ dans líarticle díE. Cousquer ([12]), de mÍme
que dans líouvrage oubliÈ díE. Fourrey sur les CuriositÈs gÈomÈtriques ([47]). La
Ögure qui suit permet díidentiÖer plusieurs faÁons di§Èrentes pour reconstituer le
triangle sacrÈ avec les piËces dÈcrites. On laisse le lecteur comparer ces dÈcoupages
et dÈterminer le nombre total de faÁon de faire :

# Depuis quelques annÈes, ces exercices de puzzles ont pris une toute nouvelle
direction en permettant la construction de pavages quasicristallins du plan. Une
exemple type est la construction en moulin ‡ vent de J. H. Conway et C. Radin
dont on trouve une illustration animÈe en [21]. On part díun triangle (1; 2;

p
5) et

líon remarque quíil peut Ítre divisÈ en cinq triangles isomÈtriques obtenus ‡ partir
de celui dont on est parti en le contractant par un facteur (1=

p
5). Ceci construit

donc un puzzle ‡ cinq piËces identiques que líon peut disposer en une seule piËce qui
est un triangle de mÍme forme que chaque piËce du puzzle, mais multipliÈ par

p
5.

On peut alors appliquer des opÈrations successives díaggrandissement et subdivision
qui permettent de couvrir ‡ la limite tout le plan en itÈrant par exemple autour
díun triangle choisi comme coeur de la construction. On reprÈsente ici ce que líon
obtient ‡ la troisiËme itÈration :

Et líon illustre sur un exemple ce que donne un tel pavage qui a dÈj‡ ÈtÈ utilisÈ
en architecture sur les faÁades díun grand immeuble situÈ Federation Square ‡
Melbourne (Australie). Voici une image issue de líEncyclopÈdie des pavages qui
donne une portion díimage fortement itÈrÈe [19] :
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Autour de la construction en moulin ‡ vent on a pu Èlaborer de nouvelles fractales
([22]), explorer la structure de certains sous groupes du groupe SO(3) des rotations
de líespace ([23] p. 47), construire de nouvelle Ögures de di§raction ([55]), etc. Il est
possible que líon trouve des applications avec les lasers, par exemple pour le stockage
de líinformation quantique. Remarquons quíavec quatre triangles (1; 2;

p
5) on a vu

ci-dessus que líon pouvait construire un carrÈ , mais quíavec cinq de ces triangles
on pouvait construire un triangle de mÍme forme. Si líon prend en considËre vingt
fois 5n, on peut rÈunir les piËces du puzzle pour fabriquer un carrÈ, avec lequel
on peut paver le plan de plusieurs faÁons (p4g et p4m). Avec le mÍme nombre de
piËces on fabriquer un rectangle (deux demi carrÈs) et en dÈduire díautres pavage
rectangulaires du plan (pg, pgg, pm, pmg, pmm). Il y a donc de trËs nombreuses
faÁon de procÈder pour paver le plan avec des triangles (1; 2;

p
5). La Ögure vue

avant díun triangle de Pythagore inscrit dans un carrÈ permet díautres construction
de pavages du plan (voir [24] pour un remarquable synthËse thÈorique de ce qui est
connu sur les pavages). On peut mÍme paver le plan avec seulement des triangles
pythagoriciens. Il su¢t díutiliser pour cela des dissections de rectangles comme
celles apparaissant au paragraphe 10.5 de [28].

9. Conclusion

Dans ce qui prÈcËde, on a montrÈ comment utiliser le triangle sacrÈ (3; 4; 5) ou
le nombre díor @ comme canons esthÈtiques peuvent síavÈrer Ítre des dÈmarches
Èquivalentes. Pour dÈcrire le cadre du vÈlo sur lequel Bernard Hinault a gagnÈ
plusieurs fois le Tour de France ([54]), cíest plutÙt le triangle sacrÈ qui semble
pertinent. On a vu comment la connaissance de ce triplet permettait de construire
des pentagones rÈguliers, et comment un tel objet pouvait lui mÍme Ítre dÈcoupÈ
en piËces donnant un carrÈ. On a fourni des indications sur la gÈnÈralisation de ce
dernier rÈsultat aux polygones rÈguliers ‡ n cotÈs. On a vu aussi comment construire
une table de trigonomÈtrie pythagoricienne ‡ partir de ce seul triplet sacrÈ, et
comment transformer toute table contemporaine en une table analogue ‡ celle dont
disposait les babyloniens avec leur tablette Plimton 322, et inversement. On donne
une telle table en annexe.

Pour complÈter cette Ètude, on signale une construction gÈomÈtrique permet-
tant díexhiber tout triplet de Pythagore ‡ partir du seul triplet (3; 4; 5), due ‡ A.
Stoll ([82]). On considËre pour cela un carrÈ unitÈ dans lequel on incrit un cercle.
De líun des sommets P du carrÈ on trace une droite PA, o˘ A est un point de
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tangence du cercle et du carrÈ. Cette droite coupe le cercle en A0, et líon consid-
Ëre le rectangle A0A1A2A3 inscrit dans le cercle, dont les cÙtÈs sont parallËles aux
cÙtÈs du carrÈ de dÈpart. Les cÙtÈs de ce rectangle sont dans un rapport (4=3).
En joignant P aux points A1, A2, A3, et en construisant de mÍme les rectangles
inscrits associÈs on trouve de mÍme les triplets (5; 12; 13), (21; 20; 29), (15; 8; 17).
Cette construction se poursuit ‡ líinÖni et on peut vÈriÖer quíelle donne tous les
triplets pythagoriciens. En fait le rÈsultat associÈ est quíen notant :

R1 =

2

4
1 "2 2
2 "1 2
2 "2 3

3

5 ; R2 =

2

4
1 2 2
2 1 2
2 2 3

3

5 ; R3 =

2

4
"1 2 2
"2 1 2
"2 2 3

3

5 ;

tout triplet pythagoricien (a; b; c) est tel que líon puisse Ècrire de faÁon unique :
2

4
a
b
c

3

5 = Ri1Ri2 :::Rip

2

4
3
4
5

3

5 :

Cette construction donne les triplets de la tablette Plimton 322. On peut en e§et,
sans mesurer les angles, les classer par leur ordre de grandeur au fur et ‡ mesure
quíils se prÈsentent. Cíest facile ‡ faire, et cela donne un procÈdÈ systÈmatique pour
prolonger la tablette par une table aussi fouillÈe que souhaitÈe. On comprend avec
cette mÍme Ögure ce que signiÖe le thËorËme de densitÈ que líon a ÈvoquÈ. Ajoutons
quíil existe díautres constructions algorithmiques ([43]) pour exhiber par exemple
des triplets pythagoriciens dont la di§Èrence entre les deux premiers termes vaut 1,
tels que (3; 4; 5), (20; 21; 29), (119; 120; 169), (696; 697; 985), (4059; 4060; 5741),...

Síil fallait terminer par un beau rÈsultat gÈnÈralisant le thÈorËme de Pythagore,
on citerait le thÈorËme de Matthew Stewart (1746) qui concerne un triangle ABC
coupÈ en deux parties par un segment CD de longueurm. Alors si da est la longueur
DA, et si db est la longueur DB, correspondant ‡ la Ögure suivante :

On a líÈgalitÈ :
a2da + b

2db = c(m2 + dadb):

Dans le cas o˘ líangle 2 de sommet C est droit, et avec CD mÈdiane du triangle,
ce rÈsultat redonne le thÈorËme de Pythagore.
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Annexe :

On fournit ci-aprËs une double table de trigonomÈtrie donnant avec une prÈ-
cision meilleure que le milliËme de degrÈ díangle les triplets (a; b; c) correspondant
aux angles x mesurÈs en demi-degrÈs de 0! ‡ 90!. Evidemment a2 + b2 = c2, et
avec les formules classiques de trigonomÈtrie, notamment :

sin(x!) = cos(90! " x!) =
a

c
; cos(x!) = sin(90! " x!) =

b

c
;

il su¢t de se limiter ‡ 0! % x! % 45!. La table est obtenue gr‚ce au calculateur
du trËs intÈressant site [28], avec un Ècart e! sur x! infÈrieur ‡ 10#3 degrÈ. Plus
prÈcisÈment le triplet de la premiËre colonne correspond ‡ un angle y plus petit
que x, mais de mesure y! situÈe sous x! ‡ moins de 10#3 degrÈ. Pour la seconde
colonne, z est plus grand que x et la mesure z! est au dessus de x! mais ‡ moins
de 10#3 degrÈ :



xl TRIGONOM…TRIE PYTHAGORICIENNE
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